Ejercicios de Analisis Funcional

Relacion 5 - Espacios de Hilbert

. Sea H un espacio prehilbertiano. Prueba que

2
I I = 10 TP ) = [y IPx = G P y)y||™ G yeH)
Deduce a apartir de aqui la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

. Sea H un espacio prehilbertiano. Prueba que si x, y € H son tales que ||x|| = ||y]| =
X + y

2
no triviales.

, entonces x = y. En particular, la esfera unidad de /H no contiene segmentos

. Sea H un espacio prehilbertiano. Prueba que:

a) Si{x,}e{y,}sondossucesionesen By que verifican {||x, + y,||} — 2 entonces
{llxn = yall} — 0.

b) Siuna sucesion {x,} y x € H verifican que {(x, | x)} — |Ix|I>y {llx.|I} = lIx]I,

entonces {x,} — x.

. Da una demostracion directa del teorema de Riesz-Frechet para el caso de un espacio
de Hilbert separable.

. Sea {u,, : n€ N} un sistema ortonormal en un espacio de Hilbert . Prueba que para
todo feH* se verifica que lim { f (u,)} = 0.

. En el espacio vectorial X = {xeK : 5%, |x(n)|* < oo} se considera el producto
escalar definido para todo x, y € X por

() = >
n=1

Prueba que la norma definida en X por dicho producto escalar no es completa. Estudia

0 2
si dicha norma es completa en el espacio ¥ = {xe KM : Z M < oo}.
n=1 n
51
Sugerencia. Considera la sucesion {x, } dada por x, = Z — ey donde los e son los

k=1
vectores unidad.
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Sea H un espacio de Hilbert y a € H, a # 0. Prueba que dist(x, {a}") =

1

. Sea g : L,[0, 1] — R definido por ¢(x) = f t_%x(t) dr . Prueba que ¢ es un funcional

0
lineal continuo y calcula su norma.

1

. SeaT : Ly[0,1] — L;[0, 1] dado por (Tx)(t) = tfx(s) ds para todo x € L,[0, 1].
0

Prueba que T es un operador lineal continuo y calcula su norma.

t

SeaT : Ly[0,1] — L,[0, 1] dado por (Tx)(z) = fx(s) ds para todo x € L,[0, 1].
0

Prueba que T es un operador lineal continuo y ||T|| < 1/V2.

Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, y sea z € H. Prueba que
min {[|z - x|l : xe M} = mdx {|(z | y)| : ye M*, ||yl = 1}

Sugerencia. Sea z = u+v con u € M, v € M+, Se tiene ||v| = ||z — u| =
min {||z — x|| : x€ M}. Prueba que ||v|| = max {|(z | y)| : ye M*, ||y]| = 1}.
1

. 2
Calcula el minimo valor de f |x3 —a-—bx - cx2| dx cuando a, b, ceC.
-1

Prueba que
4
M= {feL2[0,4] : ff(x)dx = 0}
0

es un subespacio cerrado de L, [0, 4]. Calcula el punto mas préximo en M a la funcién
caracteristica del intervalo [0, 1].

Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert . Prueba que los espacios
M+ y H /M son isométricamente isomorfos.

— x(n
Se considera el espacio prehilbertiano (cqo, || ||2). Sea M = {x €cqp : Z (—) = O}.
n
n=1
Prueba que M es un subespacio cerrado de coo y calcula M. Es cierto el teorema de

Riesz-Fisher en cqgg?
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Sean M y N subespacios cerrados de un espacio de Hilbert tales que M L N. Prueba
que el subespacio M + N es cerrado.

Sean H un espacio de Hilberty P : H — 9H un operador lineal continuo. Prueba que
P es la proyeccion ortogonal sobre M = P(H) si, y sélo si, es idempotente P2 = Py
verifica que (Px | y) = (x | Py) para todos x, ye H.

Sea M = Lin({e| —ej, ey —e3}) C ¢{». Describe el complemento ortogonal de M en
(> y las proyecciones ortogonales sobre M y M~.

Sea A = {ey,_1 +€y, : n€N} C £,. Describe los espacios M = A+ y M+ y calcula las
proyecciones ortogonales sobre los mismos.

Sea M = {xe€t, : x(1) —x(2) = x(2) — x(3) = 0}. Calcula las proyecciones ortogo-
nales de ¢, sobre M y sobre M~.

Prueba, usando la complitud del sistema trigonométrico, que la familia de funciones

1 1 1
{\/ﬂ \/_cos(nt) \/_sen(nt) neN}

es una base ortonormal del espacio de Hilbert L, [—m, 7] con el producto escalar usual.

Prueba que para f € L[, 7] la mejor aproximacion a f por una suma del tipo

N
% + Z(ak cos(kx) + by sen(kx))
k=1

con N €N fijo, se obtiene cuando

=L f F(x) cos(kx) dx, by = f £(x) sen(kx) dx
7[—71 ﬂ—n

Los nimeros ai, k = 0,1,2,... se llaman coeficientes de Fourier coseno, y los
numeros by, k = 1,2, ... se llaman coeficientes de Fourier seno de f.
Prueba que

1S laaP + 1uP) flf(t)l ar

n=1
Calcula los desarrollos de Fourier en el sistema trigonométrico de las funciones
f(t) =ty f(t) = t* y prueba que

1 — 1
I
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